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Subiectul I — Pe foaia de concurs scrieti doar raspunsurile (5x10p=50p)

1.

Daca are loc egalitatea:

10+ 10: {{10 4+ 10x(a — 10)]:10 — 10} — 10:10 = 10
atunci valoarea numarului a este egala cu ......
Dan si Mircea vor sa cumpere aceeasi carte. Lui Dan 1i lipseste jumatate din pretul cartii,
iar lui Mircea 11 lipsesc trei patrimi din pret. Stiind ca cei doi au impreuna 60 de lei, pretul
cartii este egal cu ......
Dintr-o carte s-au dezlipit mai multe pagini consecutive. Prima pagind a acestei parti are
numarul 103, iar numarul ultimei pagini este format din aceleasi cifre, dar nicio cifrd nu
ramane pe pozitia initiala. Numarul de pagini din partea care s-a desprins este egal cu ....
Cea mai mica valoare posibila a unui numar A care are suma cifrelor 28, iar suma cifrelor
succesorului sdu este 20, este egala cu ......
Suma a doud numere este 3 + 5+ ... + 19 + 21, iar diferenta lor este 4 + 6 + ... + 12. Cele
doud numere sunt egale cu ....... SI.eee

Subiectul II — Pe foaia de concurs scrieti rezolvarile complete (2x20p=40p)

1. Intr-un siculet sunt bile numerotate cu toate numerele consecutive de la 1 la 2026, fira ca
vreunul si se repete. David propune o provocare pentru prietenul sidu: extrage 4 bile. Ii cere
prietenului sdu sa reintroduca in sac bilele cu cel mai mare, respectiv cel mai mic numar dintre
cele extrase. Repeta acest procedeu de mai multe ori: el extrage 4 bile, iar prietenul reintroduce in
sac 2 bile (adica cel mai mic, respectiv cel mai mare numar).

a) De cate ori trebuie sa se repete acest procedeu pentru ca in sac sa ramana doar 4 bile?
b) Dacd ramén 4 bile, care este cea mai mica suma posibild a numerelor lor?

c¢) Daca ultimele 4 numere scrise pe bilele ramase au suma 6075, care sunt cele patru numere?

2._Alin si Vlad sunt doi vecini. Alin are acum de patru ori varsta pe care o avea el cand Vlad era

de varsta pe care o are Alin acum. Ce varste au cei doi acum, daca peste 2 ani vor avea 37 de ani
impreuna?
Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.

CENTRUL JUDETEAN
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Barem de notare
Subiectul |
1. 29
2. 80
3. 208
4. 2989
5. 80, 40
Subiectul 11

1. a) Sunt 2026 de numere si trebuie sa ramana 4, deci vor fi scoase
2026 — 4 = 2022 de bile

La fiecare pas se scot doua bile, deci vom avea nevoie de 2022 : 2 = 1011 de ori sa se intample
procedeul. e, 5p

b) Observam ca daca nu se pot elimina bilele cu cel mai mic numar, respectiv cel mai mare numar,
atunci bilele cu 1 si 2026 vor ramane tot timpul in sac.

Cea mai mica suma posibilad va fi suma numerelor: 1, 2, 3 si 2026.
14+ 24342026 =2032 s S5p
¢) Numerele 1 si 2026 vor ramane in sac, astfel avem:
1+a+b+ 2026 =6075
a+ b =4048

De unde asi b pot fi doar 2023 si 2025. e 10p

2. Care e suma varstelor in prezent? 37-2-2=33aN0 wevrrerereeeeeeeenenn 3p
Reprezentarea grafica a varstelor celor doi baieti in trecut, respectiv in prezent

n trecut Alin p——

Vlad - } —— } —

Diferenta este constanta
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in prezent Alin | : —— : —_

Vlad - : —— | : : —+—

Diferenta este constanta

Varsta lui Vlad in trecut = varsta lui Alin in prezent
Varsta lui Alin in prezent = de 4 ori mai mare decat varsta lui insusi n trecut
n trecut, Vlad era de 4 ori mai mare decat Alin.

Diferenta de varsta dintre cei doi copii este constanta, aceeasi pe tot parcursul vietii.

Reprezentare grafica sau relatii matematice corecte ..........cceee...... 7p
Cati ani avea Alin? 33:11 =3 ani

Cati ani are Alin acum? 3x4=12ani

Cati ani are Vlad acum? 3X7=21aN0 e, 10p
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CONCURSUL JUDETEAN "VIOREL SADOVEANU"
Editia a V-a - 23.05.2026
Matematica
ClasaalV-a

Subiectul I — Pe foaia de concurs scrieti doar raspunsurile (5x10p=50p)

1.

Daca are loc egalitatea:

2866 — {51 x 15+ [225: 15 x (n+ 35) — 510]} = 2026
atunci valoarea numarului n este egala cu ......
Daci numirul natural abc impirtit la 6, di catul bc si restul 5 X a, atunci abc este egal cu
Stiind ca 7 albume, o carte si 5 caiete costd Impreuna 100 de lei, iar un album, 7 carti si 3
caiete costd impreund 60 de lei, atunci pretul a 3 carti si al unui caiet este egal cu ... .
Fiesirul 1,3,4,7,8,9,13, 14, 15, 16, ... Urmatorul numar din sir este egal cu ....... , lar al
50-lea termen al sirului este egal cu ......

Se dda numarul N = 3+ 33 + 333 + --- 4+ 333 ... 3. Suma ultimelor 3 cifre ale numarului
112 cifre
N este .....

Subiectul II — Pe foaia de concurs scrieti rezolvarile complete (2x20p=40p)

1.

2.

a)
b)

c)

In doud 13zi sunt portocale de aceeasi calitate. Portocalele din prima lada costa 390 lei.
Daca din a doua lada transferam 40 kg in prima lada, atunci in a doua lada raman de trei
ori mai putine portocale decat in prima. Cate kilograme de portocale sunt in fiecare lada,
stiind ca portocalele din cele doua 1dzi valoreazad 840 lei?

Intr-o urn sunt puse bile numerotate de la 1 la 150 si se extrag 10 bile.

Aratati cd cel putin 4 numere de pe bilele extrase vor avea acelasi numar de cifre.

Care este cea mai mica suma posibila pe care o putem obtine adunand numerele de pe cele
10 bile extrase?

Daca suma numerelor de pe bilele extrase este 995, ardtati cd nu pot avea toate numerele
de pe bilele extrase acelasi numar de cifre.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
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Subiectul 1
6. 4
7. 119
8. 20
9. 21, 95
10. 18
Subiectul 11
1.

Fie a = nr. kg din prima lada
b =nr. kg a doua lada
a+40kg=(b—-40kg)x 3

Reprezentarea graficd a cantitatilor din cele 2 1azi dupa transfer .............. 2p
% } } |
| — 840 lei

Aflam valoarea unui segment

840 lei: 4 =210 lei

Cat costa portocalele din prima lada dupa transfer?
210 lei x 3 =630 lei

Care este diferenta de pret pentru cele 40 de kg?
630 lei - 390 lei = 240 lei

Cat costa un kg de portocale?

240:40=61er . 12p

Cate kg au fost initial in prima lada?

390: 6 =65kg

Cate kg au fost initial in a doua lada?

(840-390): 6=75kg 6p
2.

a) Numerele de la 1 1a 150 se impart in trei categorii: de o cifra, de doua cifre si de trei cifre.
Astfel din Principiul lui Dirichlet ne rezulta cd va exista cel putin o categorie cu minim 4
numere extrase. 6p
b) Pentru a calcula suma minima, alegem cele mai mici 10 numere:

S=1+2+3+--+10=55 ... 6p
c¢) Nu se poate ca toate numerele sa aiba o cifra deoarece sunt doar 9 numere de o cifra, iar
suma lor este prea mica.

Daca toate numerele ar avea cate doua cifre, atunci cea mai mare suma posibila ar fi:
S§=90+91+--+99 =945 <995
Daca toate numerele ar avea cte trei cifre, atunci cea mai mica suma posibila ar fi:
S =100+ 101 + ---+ 109 = 1045 > 995
Astfel, numerele de pe bilele extrase vor avea numadr diferit de cifre. ... 8p
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CONCURSUL JUDETEAN “VIOREL SADOVEANU”
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Problema 1.
Fic A = (15n+1 . 182n+6): (35n+13 . 4n); neN

a) Determinati cea mai mica valoare a lui n pentru care A este patrat perfect si cub perfect.
b) Gasiti ultima cifrd nenula a lui 4, in functie de valorile lui n.

Problema 2.

Spunem ca un numar natural n este superpdtrat daca este patrat perfect si se poate scrie ca suma
a doua patrate perfecte nenule.

a) Dati un exemplu de numar superpatrat.

b) Demonstrati ca, dacd a este superpdtrat, atunci si a este superpitrat.

c) Demonstrati ca suma patratelor a doud numere prime nu este superpdtrat.

2026

Problema 3.

Alina scrie pe tabla toate numerele impare de forma abcdef cu proprietatea cd numerele abc si
def divid numarul abcdef .
a) Aratati cd numdrul 125625 este scris pe tabla, iar numarul 625125 nu este scris pe tabla.
b) Dati un exemplu de numadr scris pe tabla care are toate cele sase cifre diferite.
c) Sase afle cate numere a scris Alina pe tabla.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problema se acorda 7p.
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Problema 1.
Fie A = (15™*1 . 182n+6): (35n+13 4™); neN

a) Determinati cea mai mica valoare a lui n pentru care A este patrat perfect si cub perfect.
b) Gasiti ultima cifrd nenula a lui 4, in functie de valorile lui n.

Barem

a)
A =:(15n+1_ 182n+6):(35n+13 ,4n) =:(3n+1 ,5n+1, 34n+12 ,22n+6):(35n+13, 22n)

— (35n+13 . 5n+1 . 22n+6): (35n+13 . 22n) — 5n+1 . 26

Pentru ca A s fie patrat perfect si cub perfectn + 1 : 6,deci n =5,4 = 5°%-26 =
105 = (102)3 = (10%)2..r oo oo 3p

b) Notam ultima cifra nenula a lui A cu u*(4)

Dacin =024 =5-2%= u*(4) = u*(5-2°% = u*(10-2°) = u(2°®) =2
Daci n =124 =5%-2°= u*(4) =u*(5%-2%) =u*(10%-2Y) =u(H =6
Daci n =224 =53-2= u*(4) = u*(53-2% =u*(103-23) =u(2®) =8
Daci n=324=5%2%= u*(4) = u*(5* 2% =u*(10*-2%) = u(2%) =4
Daci n =454 =5%-2° = u*(4) = u*(5°-2%) = u*(10°-2) = u(2) = 2
Daci n =524 =5%-2°= u*(4) =u*(5°-2%) =1

Daci n =654 =57-2%= u*(4A) = u*(57 2% =u*(10°-5) =5

Deci pentrun > 6 = u*(A) = 5....4p

Problema 2.

Spunem ca un numar natural n este superpdtrat daca este patrat perfect si se poate scrie ca suma
a doua patrate perfecte nenule.

a) Dati un exemplu de numar superpatrat.

b) Demonstrati ca, dacad a este superpdtrat, atunci si a este superpdtrat.

c) Demonstrati cd suma patratelor a doud numere prime nu este superpdtrat.

2026

Barem

a) Deoarece 25 = 52 si 25 = 32 + 42 obtinem ci 25 este superpdtrat .................. 2p
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b) Deoarece a este superpitrat, existi numere naturale nenule x,7y, z astfel incat a = x?
sia = y? + 2%

Atunci a?%%6 = (a1993)2deci este patrat perfect..............coooveuiiniueineineininn

il’l plus, a2026 — a2025 . (yZ + ZZ) — (x2025 . y)Z +(x2025 . Z)Z

2026

Prin urmare, a“®“®este superpdtrat............2p

c) Fiepsiq, p < q doud numere prime si a = p? + g2

Daci p este impar a = p% + q* = (M, + 1) + (M, + 1) = M, + 2 nu este patrat perfect deci
nu este superpdtrat. Prinurmare p = 2..........oovviiiiiiniannn... 1p

Daci g nu este 3, atunci a = 22 + g2 = 4 + (M3 + 1) = M3 + 2 nu este pitrat perfect. Deci
G = B 1p

Dar 22 + 32 = 13 nu este pitrat perfect. Prin urmare a nu este superptrat......1p
Problema 3.

Alina scrie pe tabla toate numerele impare de forma abcdef cu proprietatea ca numerele abc si
def divid numarul abcdef.
a) Aratati cd numarul 125625 este scris pe tabla, iar numarul 625125 nu este scris pe tabla.
b) Dati unexemplu de numar scris pe tabla care are toate cele sase cifre diferite.
c) Sase afle cate numere a scris Alina pe tabla.

Barem

a) Verificarea divizibilitatilor....................... 2p
b) Numarul 137685 este divizibil atat cu 137 cat si cu 685 deci este scris pe tabla si are toate

cifrele diferite. ... ..oooueeii i 2p

¢) Din conditia abc | abcdef sidin egalitatea abcdef = 1000abc + def obtinem
abc | def, deci existd un numar natural k < 9 astfel incat def = kabc ........1p

Folosim acum conditia W | abcdef. Deoarece @ = kabc , obtinem k | 1000, prin urmare
ke{1,2458}.....cccccccininnnn.

Deoarece H, este impar rezulta ca k este impar. Asadar k € {1,5} ......1p

Daci k = 1 atunci numerele sunt de forma abcabc = 1001abc , unde abc este numar impar de
trei cifre .Sunt 450 astfel de numere

Daca k = 5 Atunci atunci numerele sunt de forma abcdef = 1005abc , unde abc < 199 este
numadr impar.Sunt 50 astfel de numere
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Deci sunt 500 de numere ..................... 1p
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CONCURSUL JUDETEAN “VIOREL SADOVEANU”
Editia a V-a - 23.05.2026

Matematica

Clasa a Vl-a

Problema 1.
Fie numarul S = 2026! - (1 yiiia +L),unde 2026/ =1-2-3-..- 2026,
2 3 2026

Aradtati ca S este numar natural si se divide cu 2027.
Problema 2.

Pe o tabla sunt scrise numerele 1, 2, 3, ..., 499, 500. Andrei si Bogdan sterg pe rand numere
de pe tabld astfel: mai intdi Andrei sterge numerele de pe pozitiile impare, apoi, din numerele
ramase pe tabld, Bogdan sterge numerele de pe pozitiile pare. Jocul continud in acelasi mod
(Andrei sterge pozitiile impare, Bogdan pe cele pare) pana sunt sterse toate numerele. Daca la un
moment dat pe tabla ramane un singur numadr, jucatorul caruia 1i vine randul il va sterge direct,
finalizand jocul.

a) Ardtati cd suma numerelor din primul set de numere sterse de Andrei este patrat perfect.
b) Cine sterge ultimul numar de pe tabla si care este acest numar?
Problema 3.

In triunghiul isoscel ABC , cu AB = AC avem BAC = 100°. Considerdm [BD

bisectoarea unghiului ABC, D € (AC) si [DE bisectoarea unghiului BDC, E € (BC)
a) Determinati masura unghiului EAC.
b) Daci AB N DE = {F}, aflati masura unghiului BFC si aritati ci triunghiul FBC este isoscel.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problemd se acorda 7p.

10
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Problema 1.
Fie numirul S = 2026! (1 +i+iy ---+L),unde 2026!=1-2-3-..- 2026.
2 3 2026

Aratati cd S este numar natural si se divide cu 2027.

Barem
|
Numarul S se poate scrie ca o suma de 2026 de termeni de forma % unde

n € {1,2,3,....2026}. Fiecare dintre acestia este numar natural, de unde avem ca S este numar

natural (2p)
- 5 5 . 1 1 1 1 1
In paranteza grupam termenii astfel (1 + —) + (— + —) + (— + —) + -+
2026 2 2025 3 2024
( 1 1 ) _ ( 2027 2027 | 2027 | 2027 ) )
1013 = 1014/  \1-2026 = 22025 = 3-2024 1013-1014 (2p)

De unde obtinem ca numarul § = 2027 -(2-3-...-2025+1-3-..- 2024 - 2026 + -+ 1-2-
3-..1012-1015-...2026) (3p)
Problema 2.

Pe o tabla sunt scrise numerele 1, 2, 3, ..., 499, 500. Andrei si Bogdan sterg pe rind numere
de pe tabld astfel: mai intdi Andrei sterge numerele de pe pozitiile impare, apoi, din numerele
ramase pe tabld, Bogdan sterge numerele de pe pozitiile pare. Jocul continud in acelasi mod
(Andrei sterge pozitiile impare, Bogdan pe cele pare) pana sunt sterse toate numerele. Daca la un
moment dat pe tabla raméane un singur numadr, jucatorul cdruia 11 vine randul il va sterge direct,
finalizand jocul.

a) Ardtati cd suma numerelor din primul set de numere sterse de Andrei este patrat perfect.
b) Cine sterge ultimul numar de pe tabla si care este acest numar?

Barem
a)1+3+5+--4+499 = 2502 (2p)

b) Dupa prima runda (adicd dupa ce Andrei si Bogdan sterg fiecare o datd numere de pe tabla)

raman numerele 2, 6,10, 14,18, 22, ..., 494, 498 (numerele de forma 4k + 2) (1p).

11
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Se observa ca al doilea element al sirului din runda k (adica dupa ce Andrei si Bogdan au sters
alternativ de k — 1 ori numere de pe tabld) devine primul element al sirului din runda k + 1 (2p).
In plus, la runda k, distanta dintre doua elemente alturate ale sirului este egald cu 22(=1,
Atunci:

Al doilea element la inceputul rundei 1 este 2

Al doilea element la inceputul rundei 2 este 2+ 22 =6

Al doilea element la inceputul rundei 3 este 2 + 22 + 2% = 22

Al doilea element la inceputul rundei 4 este 2 + 22 + 2* + 26 = 86

La inceputul rundei 5 au rdmans pe tabld numerele 86 si 86 + 28 = 342. Andrei va sterge

numarul 86, iar Bogdan 1l va sterge pe ultimul, care este 342 (2p)

Problema 3.

In triunghiul isoscel ABC , cu AB = AC avem BAC = 100°. Consideram [BD
bisectoarea unghiului ABC, D € (AC) si [DE bisectoarea unghiului BDC, E € (BC)
a) Determinati masura unghiului EAC.

b) Daca AB N DE = {F}, aflati masura unghiului BFC si aratati ca triunghiul FBC este isoscel.

Barem

a) In triunghiul isoscel ABC cu BAC = 100° = ABC = ACB = 40° (1p)

Daci [BD bisectoarea unghiului ABC = ABD = DBC = 20° si BDC = 120°

Cum [DE bisectoarea unghiului BDC avem BDE = BDA = EDC = 60°.

Atunci AABD = AEBD (U.L.U.) (1p)

= DA = DE = ADAE este isoscel. Cum ADE = 120° = EAC = 30° (1p)

b) Din AABD = AEBD avem BAD = BED = 100° (1p)

FAD = CED = 80°AD = ED; ADF = EDC = 60° = AADF = AEDC (U.L.U.) (1p)
= AFD = ECD = 40° si ACDF isoscel (1p);

CDF =120° = DCF = DFC = 30°
= BCF = FCB = 70° = FBC este isoscel (1p)

12
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CONCURSUL JUDETEAN ”VIOREL SADOVEANU”
Editia a V-a - 23.05.2026
Matematica

Clasa a VlII-a

Problema 1.

< N | 1 1
Sa se rezolve in N* ecuatia —+-—==

NEMNTRNC

Problema 2.

FieneNsid, ={x € Z|Vn <x <vn+13}.
a) Pentru ce valori ale lui » mulfimea 4, are exact trei elemente?

b) Gasiti cea mai mica valoare a lui n pentru care 4,, = @.
Problema 3.

Consideram paralelogramul ABCD si punctele E si F astfel incat E este simetricul lui A fata de C,
iar F € AD, EF || CD. Fie M si N intersectiile perechilor de drepte FC si BE, respectiv BF si AE.
a Demonstrati cd MN || EF.

b Aflati raportul dintre aria patrulaterului BMCN si aria paralelogramului ABCD.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problema se acorda 7p.

13
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Problema 1.

< N | 1 1
Sa se rezolve in N* ecuatia —+-—==

NN
Barem

— = rezulta Vx > /12, deci x > 12; analog y > 12. 1p Prin ridicare la patrat

X
1 2

X V12x

. 1
Din \/—7—

. 11
obtinem - = — +
y 12

ﬁ|p
N

1p deci V3x € Q si atunci avem x = 3k?,k € Z*. Analog gisim y =

2 * ; ety 1 1 5 k| < 2 11 2 qecit<lc
B’Zp ,p € Z*1p Ecuatia devine m + o >- Daca k| < |p| avem PEITRETE Ikl,decl =3
T si atunci |p| = 4, |k| < 4. 2p Pentru |k| = 1respectiv |k| = 2 nu existd nicio solutie. Daca

|k| = 3 avem |p| = 6, cu solutia x = 27,y = 108, iar daca |k| = 4 rezultd |p| = 4 si se obtine
solutia x = 48,y = 48. Analog, in cazul |k| = |p| vom obtine |k| = 6, |p| = 3 cu solutia x =
108,y = 27.2p

Problema 2.

FieneNsid, ={x € Z|Vn <x <vn+13}.
a) Pentru ce valori ale lui » mulfimea 4, are exact trei elemente?
b) Gasiti cea mai mica valoare a lui n pentru care 4,, = @.

Barem

a Daca A,, are exact trei elemente, atunci acestea sunt trei numere naturale consecutive. Fie k, k + 1,k + 2
cele trei elemente ale lui A,,, k € N. 1p Avem n < k? < (k+ 1)? < (k + 2)? < n + 13, de unde 4k +
4=(k+2)?>-k?<n+13—n=13. 1p Astfel obtinem k € {0,1,2}, deci n < k? < 4. Avem A, =
{0,1,2,3}, A, ={1,2,3}, A, = {2,3}, A; = {2,3,4} si A, = {2,3,4}, deci convin cazurilen = 1,n = 3,n =
4.2p

bFieN = [\/1_1] Atunci N + 1 > +/n. IpPentruaavea N + 1 ¢ A, este necesarca N + 1 > +/n + 13 sau,
echivalent, (N + 1)2 > n + 13 > N? + 13, deci N > 6. Pentru N = 7 se obtine n > 49; observim cin =
49 nu convine (7 € A,g), dar A5y = @, deci n = 50 este valoarea cautata. 2p

Problema 3.

Consideram paralelogramul ABCD si punctele E si F astfel incat E este simetricul lui A fatd de C,
iar F € AD, EF || CD. Fie M si N intersectiile perechilor de drepte FC si BE, respectiv BF si AE.
a Demonstrati ca MN || EF.

b Aflati raportul dintre aria patrulaterului BMCN si aria paralelogramului ABCD.

Barem

a CD este linie mijlocie in A AEF, prin urmare EF = 2CD = 2AB s1 AD = DF 1p
Din EF || AB, A ABN ~A EFN, asadar = = 22 = 2% — 1 qp
FN EF EN 2
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Fie O centrul paralelogramului ABCD. Rezulta OD linie mijlocie in A ACF, deci OD || CD, adica
BO || CM 1p
Obtinem 22 = 2£ = 1 deci 22 = 2% = 1 Agadar MN || EF 1p
EM CE 2 EM FN 2
Acem _ CE EM _

1 2 1. 1
b Observam ca A =24 =A . Avem —/= = —==--===51 A ==A =
ABE ABC ABCD Asse  AE BE 2 3 351 AceM = 3 A4BE

1
gAABCD 1p
- ABEN

EN . EN _ 2 2 2 2 .
Dar — = 2, prin urmare — = - deci = - 1p Asadar Agpy = =Augr = =Aupcp St Aguen =
AN AE 3 Agge 3 3 3

1
Apen — Acem = gAABCD 1p

15
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CONCURSUL JUDETEAN “VIOREL SADOVEANU”
Editia a V-a - 23.05.2026

Matematica

Clasa a Vlll-a

Problema 1.

Calculati suma

B {2026+n} {2 . 2026+n} {2025 . 2026+n}
L 2025 2025 2025 ’

unde n este un intreg oarecare, iar {x} reprezintd partea fractionara a numarului x.

Problema 2.

Fien € Nsi4, = {x €e Z|vn < x < Vn + 13}.
a) Pentru ce valori ale lui » mulfimea 4, are exact trei elemente?
b) Gasiti cea mai mica valoare a lui n pentru care 4,, = Q.

Problema 3.

Fie cubul ABCDA'B'C'D' cu lungimea laturii [. Punctul M este mijlocul laturii DD’ si O centrul
fetei DCC'D'. Fie S simetricul lui A fatd de M si P proiectia lui A’ pe SB.

a) Calculati tangenta unghiului dintre dreapta SB si planul (AA'B’).

b) Demonstrati ca SB L A'C.

c) Calculati lungimea segmentului OP.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problema se acorda 7p.
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Problema 1.

Calculati suma

_ {2026+n} {2 . 2026+n} {2025 . 2026+n}
L 2025 2025 2025 '

unde n este un intreg oarecare, iar {x} reprezintd partea fractionara a numarului x.
Barem

{2026 +n 2-2026 + n} {2025 - 2026 + n}
2025 2025 2025

1 1+n*+f2+2+ } +{2025+2025+n}
{ + 2025 2025 2025

1 1+n\+2+2+n} +{2025+2025+n}
{ + 2025 2025 2025

Din teorema impartirii cu rest, pentru orice k € {1,2,...,2025}, avem k + n = 2025¢; +

Tk

1, unde ¢, € Z,0 < 1, < 2025. Rezulta ca {:02715} = Soge

Aratam ca resturile 1y, 75, ..., 73925 sunt distincte doua cate doua.

Daca, prin absurd, ar exista i < j astfel incat r; = r;, atunci 2025(cj - cl-) = j — ideunde

2025 ] (j —i).Cum 0 < j —1i < 2025, contradictie. Prin urmare, resturile sunt distincte.
Asadar,
{Tl,rz, ...,7‘2025} = {0,1,2, ,2024’}

Folosind relatia de mai sus, avem

2025
e _ritrt- +r2025 0O+1+2+--+2024
= = 1012.
S 2025 2025 2025

k=1

Problema 2.

Fien € Nsi4, = {x € Z|vn < x < Vn + 13}.

a) Pentru ce valori ale lui » multimea 4, are exact trei elemente?

17
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b) Gasiti cea mai mica valoare a lui n pentru care 4,, = @.

Barem

a Daca A,, are exact trei elemente, atunci acestea sunt trei numere naturale consecutive. Fie k, k + 1,k + 2
cele trei elemente ale lui 4,,, k € N. 1p Avem n < k? < (k+1)? < (k + 2)? < n + 13, de unde 4k +
4=(k+2)?>-k?<n+13—n=13. 1p Astfel obtinem k € {0,1,2}, deci n < k? < 4. Avem A, =
{0,1,2,3}, A, ={1,2,3}, A, = {2,3}, A; = {2,3,4} si A, = {2,3,4}, deci convin cazurilen = 1,n = 3,n =
4.2p

bFieN = [\/ﬁ] Atunci N + 1 > vVn. 1p PentruaaveaN + 1 € A,, estenecesarca N + 1 > vn + 13 sau,
echivalent, (N + 1)2 >n+ 13 > N2 + 13, deci N > 6. Pentru N = 7 se obtine n > 49; observim cin =
49 nu convine (7 € Ayg), dar A5y = @, deci n = 50 este valoarea cautatd. 2p

Problema 3.

Fie cubul ABCDA'B'C'D' cu lungimea laturii [. Punctul M este mijlocul laturii DD’ si O
centrul fetei DCC'D’. Fie S simetricul lui A fata de M si P proiectia lui A’ pe SB.
a) Calculati tangenta unghiului dintre dreapta SB si planul (AA’'B").
b) Demonstrati ca SB L A'C.
c) Calculati lungimea segmentului OP.

Barem

a)
M — mijl. DD'} , ;o e/ . ,
M — mijl. AS = ADSD’ paralelogram = AD || SD" si AD =SD" =1 = § = simp,A".

St Bl ta(a(sB, (44'B))) = te((5B, A'B)) = 12(SBA).

B € (AA'B")
In A SA'B dreptunghic in A": tg(SBA') = % = % = V2 o, 2p
b)

SA" || BC

BC 1 (AA’B’)} = BCSA' trapez dreptunghic.

- L.UL.
Cum 25 =2 _BA B — I'=90° = ABCA ~A A'BS.
BAr 2 ArS 2

deunde BPC = 90°,deCi SB L A'C ... e e 3p
©)

Se demonstreaza ca S, 0, A’, B sunt coplanare.

18
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A ! ! R.T.l.m

in A SA'B: g,o_"m“i‘jf . A,} 5™ D’0 linie mijlocie = 0 — mijl. SB.

ACOP ~AABP (T.F.A) =2 =50 _1_,op_B0_SE_W& .2
BP AIB 2 3 6 6
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CONCURSUL JUDETEAN ”“VIOREL SADOVEANU”
Editia a V-a - 23.05.2026
Matematica
Clasa a IX-a

Problema 1.

Fiea,b € R, \ Qcu %+ % = 1sif,g:N* - N* definite prin:
f(m) = [na], g(n) = [nb]

a. Aratati ca f este strict crescatoare.
b. Demonstrati ca Imf N Img = @ si Imf U Img = N*.

Problema 2.

Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4. Cercul exinscris triunghiului este tangent ipotenuzei BC
in M si prelungirilor laturilor 4B, AC in N, P. Aratati ca ortocentrul triunghiului MNP apartine
dreptei suport a inaltimii din 4 a triunghiului 4BC.

Problema 3.

Determinati sirul de numere reale (a,)  din intervalul (O,%) stiind ca sirurile (sina,)  si

(cosa,)  sunt progresii geometrice.

>1

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problema se acorda 7p.
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Barem de notare.

Problema 1. Fiea,b € R, \ Q cu %+ % = 1si f, g: N* = N* definite prin:
f@) = [na], g(n) = [nb]

a. Aratati ca f este strict crescatoare.
b. Demonstrati ca Imf N Img = @ si Imf U Img = N*.

Barem:
a. Deoarece a > 1 avem:
f(n+1)=[(n+ 1a] = [na] + [a] = [na] +1> f(n)..2p
b. Presupunem cd Imf NImg # @. Atunci exista m,n € N* astfel incat [ma] =
[nb] = k.

Cumaef@,macfZ,decik<ma<k+1si§<m<k+1

o
Analog sig <n< %. Prin urmare k < m +n < k + 1, contradictie...3p

Presupunem ca Imf U Img # N*, adica exista k € N* astfel incat k # [na] si
k # [nb] pentru orice n € N*. Atunci exista p.q € N* astfel incat
[pa] <k <[(p + Dalsilgh] <k <[(q+ 1)b]

Cumpa € Zsiqb & Z obtinem pa < k siqgb < k, prinurmare p + q < k.
Pe de alta parte

k+1<[(p+Dal<@+Dasik+1<[(q+1)b] <(qg+1)b
Prinurmare k + 1 <p+q+2.
Am obtinutp + q < k <p + q + 1, contradictie...2p

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4. Cercul exinscris triunghiului este tangent
ipotenuzei BC in M si prelungirilor laturilor 4B,AC in N, P. Ardtati cd ortocentrul triunghiului
MNP apartine dreptei suport a indlfimii din 4 a triunghiului 4BC.

Solutie:

Barem:

Fie O centrul cercului exinscris triunghiului ABC s1 H ortocentrul triunghiului MNP . Fie
D piciorul Tndlfimii din 4 a triunghiului ABC.

OH=0M +ON +0OP 2p

ONAP este pitrat; OA=ON +OP 1p

AH = A0 +OH = AO+OM +ON +OP = AO+OM +0A=0M 2p
OM 1 BC; AH 1 BC 1p

AD 1 BC; A,D,H sunt coliniare 1p
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C e .. 1 .. . ..
Problema 3. Determinati sirul de numere reale (a, )n21 din intervalul (O,EJ stiind ca sirurile
(sina,) _ si (cosa,)  suntprogresii geometrice.
Barem:

(O’EJ c (0,%) deci sirurile (sina,) _ si (cosa,)  au termenii strict pozitivi 2p

Din sin’a, =sina,  sina,, si cos’a, =cosa,  cosa,, (adunim si scidem membru cu

membru egalitatile) obtinem 1=cos(a,,, —a,_, ) respectiv cos2a, =cos(a,,, +a, ) 2p

b

1 1) . . .
a,,—a, € (—5 Ej implica a,,, —a, ,=0 deci a,,, =a, ,,Vn=2 1p

Deducem cos2a, =cos2a,, si din 2a,€(0,1)c (O,gj obtinem a,=a,,,vn>1. Toate

sirurile constante verifica ipotezele problemei 2p
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CONCURSUL JUDETEAN ”VIOREL SADOVEANU”
Editia a V-a - 23.05.2026
Matematica
Clasa a X-a

Problema 1.

Demonstrati ¢, pentru orice numere reale x,y,zcux,y,z > 1,saux,y,z € (0,1) , este
adevarata inegalitatea

log, y logy z log, x -
2 + logyx 2+ log,y 2+ logyz —

Problema 2.

Determinati toate functiile bijective f : Z — Z care verifica

fU@+y)=x+f), Vxy€L

Problema 3.
Fie z,, z,, z3 numere complexe, nereale, distincte doud cate douad si avand acelasi modul.
Sa se arate ca z;+z,23, z, 1732, , Z3+21Z, sunt reale daca si numai daca z,z,z;=1.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problema se acorda 7p.

23



» |, INSPECTORATUL
\1&/%\’, SCOLAR JUDETEAN

‘0{} CENTRULJUDETEAN
\  ,*  BIHOR

DE EXCELENTA

) MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARII
o W/ BIHOR

Barem de notare.

Problema 1.

Demonstrati ¢, pentru orice numere reale x,y,zcux,y,z > 1,saux,y,z € (0,1) , este
adevarata inegalitatea

l
log, y N 09y Z N log, x >1
2+ logyx 2+ log,y 2+ log,z

Solutie. Notam a = log,y, b = log, z, ¢ = log, x atunci abc = 1.
Deoarece x,y,z > 1,saux,y,z € (0,1) rezulta ca a, b, c > 0.

Astfel, inegalitatea devine

a b c

—+—+—=1. 2

24=  24= 24+ p
a b c

Aplicam inegalitatea lui Titu Andreescu:

a b c a? b? c? (a+b+c)?
24, 24y 247 2a+1  2b+1  2c+1 2(a+b+c)+3

2
_(@+b+0)” - 1 NotimS =a + b + c.

Prin urmare, este suficient sa demonstram ca >
2(a+b+c)+3

Din abc = 1si din inegalitatea mediilor rezulta
S=a+b+c=3Vabc=3.

Atunci

52
25+3

>152-25-320(-3)(S+1) =0 ..3p

Problema 2.

Determinati toate functiile bijective f : Z — Z care verifica

fU@+y)=x+f) Vxy€L

Rezolvare. Pentru x =0, f(f(0) +y) = f(y). Cum f esteinjectiva, f(0) +y =y, deci
f(0)=0...3p
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Pentru y =0, f(f(x)) =x+ f(0) = x. Deci f(f(x)) = x. Punem y = f(t). Obtinem

fUO)+ () =x+f(f(t)). Cum f(f(t)) =t, rezulta f(f(x)+ f(t)) = x +t. Aplicand
f,fx)+f(@) =f(x+t). Deci f esteaditiva......3p

Pe Z, f(n) =n- f(1). Notim f(1) = k. Atunci f(n) = kn. Din f(f(x)) = x rezulta
k?x =x, Vx €Z. Deci k? =1. Prinurmare f(x) =x sau f(x) = —x...1p

Problema 3.

Fie z;, z,, z3 numere complexe, nereale, distincte doud cate douad si avand acelasi modul.
Sa se arate ca z;+z,23, Z, 1732, , Z3+21Z, sunt reale daca si numai daca z,z,z;=1.
Barem

(= geometric) Fie z,=r(cost,+isinty), k € {1,2,3}, >0, si t, € (0,m) U (7, 2m),Vk €
{1,2,3} (fiindca sunt distincte doua cate doua si nereale).

Z1+2y73 € R = rsint+r?sin(t,+t;)=0 = sint,+rsin(t — t;)=0, unde t=t,+t,+t;. (1p)
sint; # 0,r>0 = rsint; # 0

Din egalitatea de mai sus obtinem

sinty+rsintcost; — rsint,;cost=0sau,
dupd impartirea cu rsint,,
) 1
ctgtisint=cost — —
T
Fiindca s1 z;+z32z; € R s1 z31+z,Z, € R obtinem

1
ctgtysint=cost — ot k €{1,2,3}

1p)
Presupunem sint # 0 si obtinem ctgt,=ctgt,=ctgts,ti,t,, t3 € (0,m) U (m, 2). Tinand cont
de graficul functiei ctg pe (0, ) U (7, 2m), obtinem t,=t, sau t,=t; sau t3=t;, adica z;=z, sau
Z,=Z3 sau Z3=zq, In contradictie cu ipoteza. Rezulta sint=0, ceea ce implica cost= — 1 sau
cost=1. (1p)

Daca cost= — 1, din egalitatile de mai sus, obtinem —1 — %ZO, imposibil deoarece r>0. Atunci

rimane cost=1. Egalititile pomenite implicd r=1, asadar z, z,z;=r3(cost+isint)=13(1+i -
0)=1. (1p)

Solutie alternativa:

(= algebric)
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Scézand primele doua relatii obtinem (z; — z,)(z3 — 1) € R,

adicd (z; — 22)(z3 — D)=(21 — 22) (23 — 1) (1p)
2

Notim |z, |=|z,|=|z3|=r, adici z, - Zz=r?. Rezultd ZZZ—, k € {1,2,3}.
k

Din relatia de mai sus,

r?2 12\ [r? 12(z, — 21)(r? — z3)
<— - _> <Z— - 1) =(zy — 22)(z3 — 1), asadar =(z1 —23)(z3 — 1),

3 AR XA

Z1— 2z, # 0sizg #1712

r .
si, analog,
Z3

,—1 r? =1 r?
Zy — r2_212223 Zy — 12 212223 ’
z1—1 z,—1 2z3—1
=12 2z, —12 z3—712’

de unde

(2p)
Avem (z, — z1)(r? — 1)=0 si cum z; # z,,7>0, obtinem r=1, care implici z;z,z;=1. (1p)

(&) Daca z,2,z3=1 si |z1|=|z,|=| 23|, atunci |z, |=1, Vk € {1,2,3} si 2223221.
1

P I -=z,+z; € R.
Z1

Analog z,+z37; € Rsi z3tz,2z, € R. (3p)

Obtlnem Zl+Zzz3—Zl+ — _Zl+
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CONCURSUL JUDETEAN ”“VIOREL SADOVEANU”
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Matematica
Clasa a Xl-a

Problema 1. Se considera ecuatia xe* + nx = 1.
a) Demonstrati ca ecuatia are o unicd solutie x,, € R si determinati lim,,_,,,X;,;

b) Aflati | = limy,_eny;

c) Calculati limita lim,,_,,n3 (nxn -1+ %)

Problema 2. Fie a, b, c > 0 astfel incat a + b + ¢ = 3. Demonstrati ca

6((a® +6a) -Ina+ (b%+6b) -Inb + (¢ + 6¢) -Inc) = 5(a® + b3 + ¢3) — 15.

Problema 3. Se considerd A € M, (R) cu proprietatea cd A2AT + ATA? = 2AAT A.

Sa se demonstreze ca AAT = AT A.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 120 de minute.
Pentru fiecare problema se acorda 7p.
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Barem de notare.

Problema 1. Se considera ecuatia xe* + nx = 1.
a) Demonstrati cd ecuatia are o unica solutie x,, € R si determinati lim,,_,qXy;
b) Aflati [ = lim,,_,,11xy;

¢) Calculati limita limy,_.,n® (nx, — 1+ ).

(***)
Solutie:
a) Observam ca ecuatia nu are solutii pe (—oo, 0].
...l pct
Fie f,,: (0,00) = R, f,(x) = xe* + nx.
fn € strict crescatoare.
li = 1
limf,, (x) =0 < 1
) (1) 1 %+ o1 = 3lx, € (O,E> al fulxy) =1
— | =—¢e
"\n/ n
limx, =0
n—-oo
...l pct
D) 110, = 1 — 2,870 o Leveetietee ettt 1p
c)
i 3 — l e 3 l — Xn
rlll—r;{;lon (nxn 1+ n) N rlll—{{)lon (n ne )
= limn?(1 — nx,e*n)
n—-oo
= limn?(1 — e*n + x, e?*n)
n—-oo
_oXn 2xn cee
— lim (nx,))? - 1-e :zxne ............................... 4 pct
n—-oo n
- lim 1—e*+xe?* L'H lim —eX+eXtx-202X
TN x? T XN 2x
L'H lim —e*+2e**+2e**+2x-2¢7* 3
T N0 2 2
Problema 2. Fie a, b, c > 0 astfel incat a + b + ¢ = 3. Demonstrati ca
6 Ycyca(a® + 6)lna = 5%y, a® — 15.
(***)
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Solutie:

Avem de aratat ¢ Yy, (6a’lna — 5a® + 36alna) > —15.
Fie f:(0,0) - R, f(x) = 6x3Inx — 5x3 + 36xInx.

f e infinit derivabila.

...l pct

Atunci f'(x) = 18x%Inx — 9x2 + 36lnx + 36, "'(x)=36xInx + % = 36x (lnx + x—lz)

2_
Fie g: (0,00) » R, g(x) = Inx + % Cum g'(x) = xX—32, x = /2 punct de minim global, g(\/Z—) >0

obtinem ca f" (x) > 0 pentru orice x€(0, ), adica feste strict convexa ...4 pct

a+b+c
3

Din inegalitatea lui Jensen Y.y f (a) = Sf( ) =3f(1) = —-15.

.1 pct
Egalitatea se atinge pentrua = b = ¢ = 1.
...1pct

Problema 3. Se considerd A € M, (R) cu proprietatea cd A2AT + ATA? = 2AAT A.

Si se demonstreze ca AAT = AT A.
Robert Pop, Cluj-Napoca
Solutie:
Etapa I: (A4AT — ATA)" = 0,,.
Notim cu B = (AAT — ATA). Atunci:
A(AAT — ATA) = (AAT — ATA)A

AB =BA
AB* = BkA vEk=>0.
Bk+1 — Bk .B = BR(AAT —ATA) wod pCt

Tr(B**1) =Tr(B¥AAT) - Tr(B¥ATA)=0 Vvk=0
= 0(B) ={0} = B" =0,

Etapall: B = 0,
Metoda 1: Presupunem ci B¥*1 = 0,,, pentru un k > 0 fixat.
B=BT = 0,=B% =pk.pk=(Bk)" Bk
= Tr((B¥)'B¥) = 0

dar Tr(CTC) =0 C =0,
= Bk =0,
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Inductiv se ajunge la B = 0,

.3 pct
Metoda 2: B = BT = B este diagonalizabila.
35 € GL,(R):SBS~" = diag(Ay, .., A,)
— SBS™1 = diag(A7, .., A = A, = = A, = 0
— SBS™1=0,= B =0,
...3 pct
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