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I. Scrieti doar rispunsul pe foaia de examen (5 x 10p=50p):

1.

Se di numirul a=202320023200023..., suma cifrelor lui a este 2027. Care este ultima
cifrd a lui a?

Daca sterg ultima cifrd a unui numdr obfin un numar cu 131 mai mic decat cel inifial.
Scrieti numarul.

La o sald de nunti se aranjeazi florile in vaze. Dacd se pun cate 7 flori intr-o vazi
r4man 3 pe dinafard. Dacd se pun 11 flori intr-o vazd atunci vor fi 7 vaze goale si o
vazd cu 4 flori. Scrieti céte flori sunt?

Fie: {[(a-1):(43-3 x 11)] x17 - 5}: 4=3. Cateste 12xa?

Folosind maxim 9 cifre de 7, orice operatie aritmetics, paranteze, sctiefi o expresie
care este egald cu 281.

II. Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete (2 x 20p):

1. La piafa un comerciant avea 300 fructe: pere §i cirese. El schimba toate ciresele pe

pere. La 10 cirese primeste 2 pere. Dupd ce termind ciregele constatd cd are 116 pere.
a. Céte cirese au fost la inceput?
b. Cate pere au fost la inceput?

2. Maria primeste de la bunici o sumé de bani. Ea cheltuie banii astfel: in prima zi cu 5

mai mult decét o optime din ei, a doua zi o cincime din cét i-a mai ramas, a treia zi cu
4 mai putin decat un sfert din noul rest, a patra zi a cheltuit doud cincimi din ce i
rimisese. A cincea zi avea in portofel 114 lei. Cati bani a primit de la bunici?

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii,
10 puncte din oficiu.
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I. Scrieti doar riispunsul pe foaia de examen:

1. 2

2. 145

3. 157

4. 132

5. (77-7) x (77:7-T)+7:7281

II. Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete:

1. La piad un comerciant avea 300 fructe: pere si cirege. El schimb toate ciresele pe
pere. La 10 cirese primeste 2 pere. Dupé ce termind ciregele constata cd are 116 pere.
a. Céte cirese au fost la inceput?
b. Caéte pere au fost la inceput?
Solutie:

Notim cu a numarul de schimburi.

C=nr. initial cirese

P=nr. initial pere

C+P=300
Cum dispar ciresele?
C—-10xa=0=>C=10xa s 4p
Céte pere avem dupd a schimburi?
P+2xa=116 i 4p
8xa=184
a=23 s 4P
Cite cirese au fost?
10 x 23 =230 verensensasassnrassssavnos AP
Cate pere au fost?
300-230=70 e 4p

2. Maria primeste de la bunici o sum# de bani. Ea cheltuie banii astfel: in prima zi cu 5
mai mult decat o optime din ei, a doua zi o cincime din cat i-a mai rémas, a treia zi cu
4 mai putin decat un sfert din noul rest, a patra zi a cheltuit doud cincimi din ce i
rimisese. A cincea zi avea in portofel 114 lei. Cati bani a primit de la bunici?
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Solutie:

Reprezentarea COTECt iiviimiaiisinnisiiisisiamsissivivsimisisiisinasissamiisoes 4p

Cat este RESt 37  civimssimussusmssimnsonsuonaiionisssyisskaessaynrrersEsemmansasenansess 4p

114:3 x 5=190

Cat este Rest 27 .4p

(190 -4):3 x4 =248

Cét este Rest 1? vereeen 4P

248:4 x 5=310

Cati bani a primit? .4p

(310+5) : 7x 8 =360
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1. Aflati pentru cite numere naturale n existd cifrele nenule a, b, c, d, e, f astfel Incat

n = abc,de(f) + bca, ef(d) + cab, fd(e).

2. a) Demonstrati ca (42! + (412)% + (4%)% + (4%)* = (45)5

b) Aritafi ca existd o infinitate de numere naturale impare x, y, z, ¢ pentru care:

x2+y3+Z4=t5

3. Uncelev are 94 de zile pentru a se pregati pentru un concurs de matematica. El rezolva
cel putin o problemd pe zi dar nu mai mult de 10 probleme pe zi, in total 162 de

probleme.

a) Care este numdrul maxim de zile in care elevul poate rezolva doar o problema?
b) Ardtati cd existd citeva zile consecutive in care el insumeazi exact 25 de probleme

rezolvate,

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problemi se noteazi de la 0 1a 7.
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1. Aflati pentru cite numere naturale n existi cifrele nenule a, b, c, d, e, f astfel incat
n = abc,de(f) + beca, ef (d) + cab, fd(e).

Pentru inceput, sd constatiun faptul ca cifrele d,e, f nu pot lua niciuna

valoarea 9. 3
Searatﬁ,cé.n::111(a+b+c)+d—+e+‘/. ee)
Din conditia ca n si fie natural, avem ci d+ e + f trebuie sd fie un multiplu

de 9. Obtinem cazuriled+e+ f=9sid+e+ f =18, (1p)
Suma a + b+ ¢ poate lua fiecare valoare naturala de la 3 la 27, prin urmare

poate lua 25 posibile valori.

Se aratd cd dacd 111 ky + p; = 111 - ky + po, unde ki, ky € {3,...27} si, (1p)
respectiv py, pe € {9, 18} atunci k1 = kg gi, respectiv p; = pa.
Astfel, valoarea lui n este unic determinata de valoarea lui a+ b+ ¢, respectiv (1p)

aluid+e+ f.

Deoarece suma d+e+ f poate lua 2 posibile valori, pe baza regulii produsului,

numiérul natural n poate lua 25 - 2 = 50 de valori posibile. O

(1p)

2. a) Demonstrati cd (424! + (4'2)? + (4%)% + (49)* = (45)5
b) Aritati ca existd o infinitate de numere naturale impare x, y, z, ¢t pentru care:
x2 +y3 + Z4 = t5
Barem

a) Calcul direct...... 3p 2 8 6 5
b) Gisirea unei solufii o =340 =320 =3%1t =3,

2 4 5
g+ Yy + 20 = to.

Acum, Inmultim aceastd ultima relatie cu (2k + 1)%°, unde & este un numér
natural nenul.

Pentru un k € N oarecare facem notatiile:
o = x0(2k + 1)%0, g = 1o(2k + 1D, 2, = 20(2k + 15, #;, = to(2k + 1)'2.

Astfel, obtinem numere impare care verifici 2% + y} + zj = t3. (2p)
particulare .............. 2p
4. . Unelev are 94 de zile pentru a se pregiti pentru un concurs de matematici. El rezolva

cel putin o problemd pe zi dar nu mai mult de 10 probleme pe zi, in total 162 de
probleme.

a) Care este numarul maxim de zile in care elevul poate rezolva doar o problema?
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b) Aritati ci existd citeva zile consecutive In care el iInsumeaza exact 25 de probleme
rezolvate

Barem

a) Presupunem ci elevul ar rezolva in fiecare zi exact o problema. atunci ar riméne 162-
94=68 de probleme pe care ar trebui si le rezolve intr-un numar cat mai mic de zile.
(1p).
Cum 97 < 68 < 9 - 8 nr. Minim de zile in care rezolva aceste probleme este 8. (1p)
Deci elevul poate rezolva exact o problem in maxim 94-8=86 de zile. (2p)

b) Fie a; numirul de problem rezolvate de elev pand in ziua i inclusiv. Atunci 1 < a; <
a; < ..<dgy =162 (1p) de unde avem 26 <a;+25<a;+25<..<ag+
25 =187 .(1p) Printre cele 188 de numere ay,ay, as, .., Aoy, a1 + 25, a; +
25, .., @194 + 25 existd doud numere egale. De aici existd i, j astfel inct a; = a; +

25. Atunci elevul a rezolvat exact 25 de probleme in zilele j + 1,j + 2,...,i. (1p)
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1. Preful unui telefon este de 300 euro. in cadrul unei promotii, telefonul s-a ieftinit. Intr-un

magazin, vanzirile acestui telefon au crescut cu 40 %, iar incasérile au crescut cu 19 %.

Care este noul pref al telefonului?

2. Un numdr natural are proprietatea & daci multimea divizorilor s3i naturali formeazi o

proportie.

a) Gisifi un numdr natural » care are proprietatea & astfel ca suma divizorilor sii si fie
48.

b) Aritati ¢i nu existd niciun numir natural cu proprietatea 7 astfel ca suma divizorilor
sdi s& fie 105.

3. in triunghiul ABC ascutitunghic cu B = 45°, fie AN L BC,N € (BC) , M un punct pe
segmenetul NC si F' mijlocul segmentului AC. Considerdm G pe segmentul MF astfel incat

MG =2GF, CGNAM ={T} si ME 1 AB,E < AB. Calculati ETN.

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problema se noteazd de 1a 0 1a 7.
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1. Pregul unui telefon este de 300 euro. in cadrul unei promotii, telefonul s-a ieftinit. Intr-

un magazin, vanzirile acestui telefon au crescut cu 40 % , iar incasdrile au crescut cu
19 % . Care este noul prej al telefonului?

Barem

Notim cu x numirul telefoanelor vandute inainte de ieftinire. Dupd promotie se véand

X +%-x =7?x telefoane (3p), iar suma incasatd este 300-x+%-300x =357x . (2p) Daca

noul pret al telefonului este #, atunci 7?x -t =357x, de unde ¢ =255 euro. (2p)

2. Un numir natural are proprietatea g dacd multimea divizorilor sdi formeazd o

proportie.
a) Ardtati ci existd un numir natural » care are proprietatea g astfel ca suma divizorilor
sdi sa fie 48.

b) Aritati ci nu existd niciun numdr natural cu proprietatea g astfel ca suma divizorilor

sii sa fie 105.

Barem

Pentru ca multimea divizorilor lui n sa formeze o proportie, este necesar ca n sé aibd doar
4 divizori. Numerele care au doar 4 divizori sunt de forma p.¢ sau p’, p,q fiind prime.

C e . 1 .1 i L
Divizorii acestor numere formeaz& o proportie deoarece —=4 si —=—‘l—’;. Suma divizorilor
p

pq p b
acestor numere este 1+ p+q+ pg=(1+p)(1+q) respectiv 1+ p+p*+p* =(1+ p)(l + p2) .(3p) a

Avem (1+ p)(1+¢q)=48, de unde objinem p=5,g=7 si n=35. (2p) b Presupunem cé existd un
numér cu proprietatea cerutd; atunci avem (1+ p)(1+¢)=105 sau (1+ p)(1+ p2)=105 . Suma

divizorilor este un numar impar doar dacd p=2; obfinem n=38 si atunci suma divizorilor este 15.
(p)

3. In triunghiul 4BC cu B =45, fie AN LBC,Ne(BC),Me(NC) si F mijlocul
segmentului [AC]. Consideram Ge(MF) astfel incat MG =2GF , CGNAM ={T} si

ME 1 AB,E € AB. Calculati ETN..
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in A AMC, MF este mediand, iar din MG = 2GF rezultd ci G este centru de greutate, de unde CG
med1ana, adicd T este mijlocul segmentului [AM]. (2p) in AANM avem N = 90°, NT mediana, deci

NT = —AM fn A AEM avem E = 90°, ET median, deci ET = —AM (2p). Fie x = TME. Din A BEM

dreptunghlc isoscel rezulti EMB = 45°. Din A MTN isoscel ob‘;mem MTN =90° — 2x. Din A ETM
isoscel rezulta ETM = 180° — 2x; din cele doua egalititi avem ETN =90°. (3p)
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a) Determinati x, yeN astfel incét
(x+2)2+5x+11=y2
b) Numirul N = 10...01 are 2023 zerouri. Demonstrati c& N? se poate scrie ca sumd a doud
patrate perfecte nenule.
2. Fied,={x€ lR*|[x] =n: {x}} unde 7 este un numar natural nenul, n < 2023,

a) Sa se determine multimea Aj.
b) S# se afle pentru céte valori ale lui n, suma elementelor multimii A, este un numar

natural divizibil cu 4.
3. Se considerd un paralelogram ABCD cu centrul O . Punctele M si N sunt mijloacele

segmentelor BO si CD. Dacd triunghiurile ABC i AMN sunt asemenea, demonstrati cd ABCD
este patrat.

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problema se noteazd de la 0 la 7.
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a) Determinati x, yeN astfel incat
(x +2)2 +5x + 11 = y*
b) Numirul N = 10...01 are 2023 zerouri. Demonstrati ci N? se poate scrie ca suma a doud
pétrate perfecte nenule.

Barem
a) Deoarece x, yeN avem
(x+2)2 <y? < (x+5)*= (x+2)2+6x+21
Deci ye{x + 3,x + 4} (2p)
Dacd y = x + 3 obfinem x =— 2 care nu convine. .(1p)
Daciy = x + 4 obfinemx =1 §iy = 5.(1p)
b) Avem N = k% + 1 unde k = 101012 (1p)
Atunci N2 = (k% + 1) = (k% — 1)* + (2k)* .(2p)

4. Fied, = {x e R*|[x] =n" {x}} unde n este un numér natural nenul, n < 2023.
5. FieA, = {x € R*I[x] = iy {x}} unde 7 este un numdar natural nenul, n < 2023.

¢) Sise determine mulfimea As.

d) Si se afle pentru cite valori ale lui n, suma elementelor mulfimii A, este un numar
natural divizibil cu 4.

S se determine multimea Aj.

e) Si se afle pentru céte valori ale lui n, suma elementelor multimii A, este un numar
natural divizibil cu 4.

Barem

a) Pentrun > 1 daca [x] = k atunci {x} =% Cumn-{x}€[0,m)NZ,ke{0],..,n— 1}.

Dar x este nenul deci A, = (k+= | k € {1.2,..,n=1}} ....2p
Determinarea lui As......... (1p)

B) Suma elementelor este (n-1)(+1)/2..cenee 2p
Demonstreaza ca n trebuie sa fie impar ....1p

1012 numete.......... 1p

2. Se considers un paralelogram ABCD cu centrul 0. Punctele M si N sunt mijloacele
segmentelor BO i CD. Daca triunghiurile ABC §i AMN sunt asemenea, demonstrati cda ABCD
este patrat.

Barem

Din A ABC~ A AMN, rezultt ci 52 = AV 5i SMAN =2 BAC. 1p
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De aici deducem ci <MAB =« NAC. Deci, A BAM~ A CAN, adicéz = ==
JIABM =« NCA . 2p
Dar «BDC =< NCA , deci ABCD este dreptunghi. 1p

pp=tacsicN =1 S AB _ AC o 22 AC?
Deoarece BM 4BD = 4AC siCN = zDC rezultd ¢d = = 7% adici 2 AB*= AC*s1
AC>=BC*+AB? 2p

Prin urmare, BC= AB. Deci patrulaterul ABCD este pétrat. 1p
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1. Sasearatecidacia,bc>0sia+b+c=3 atunci

1+1+1>2( 1 N 1 - 1 )>3
a b c~“\a+b b+c c+al”

2. Fie x si y doud numere naturale astfel incat x > y. S se demonstreze cd dacd x are 5
divizori naturali, iar y are 3 divizori naturali, atunci x + y este un numir compus.

3. Fie ABCDA'B'C'D' un cub cu AB = 4 cm si punctele M si E astfel incat M sa fie mijloc al
segmentelor C'D' si AE. S8 se calculeze distanta dela E la planul (AB'C).

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problem se noteazi de la 0 la 7.
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1. Sésearatecédacéa,b,c>0$ia+b+c=3atunci
1 1 1 ( 1 i 1 )

—+—+=2=2 + +
a c a+b b+c c+a

=3
b

Barem

o . " . . 1
Din inegalitatea mediilor se obgine cé pentru orice X, y >0, % + " = 'ﬁ; (2p)

de unde rezulta:
1 1,1 1f1,1,1,1,1, 1 1 1 i
Lidel=lCGagegaieieg)z 2(Z5+5mt ) OP)
Tar din inegalitatea lui Titu Andreescu obtinem
1

1 1 9 _
2 (EHT.:* ;a_) 2 2 g 3 2p)

2. Fie x si y doud numere naturale astfel incat x > y. S se demonstreze cd dacd x are 5
divizori naturali, iar y are 3 divizori naturali, atunci x + y este un numdr compus.

Barem

x = p*, y = ¢%, p, q numere prime......1p

Dacd x si y au aceeasi paritate atunci x +y > 2 este un numar par deci este un

numir compus. ....2p

Daci x §i ¥ nu au aceeasi paritate avem doud cazuri:

1. Dac# x e par, p = 2,q =impar, Cum x >y = 16 > q%deciq =3 six+y =25
e numir compus......2p

2. Dacdyepar,q = 2,p = impar . Astfel p > 2decip(p—2)+2>2
fnacestcazx +y=pt+4= @ —-2p+2)(p*+2p+2)¢ compus....2p

4. Fie ABCDA'B'C'D' un cub cu AB = 4 cm si punctele M si E astfel incat M s fie mijloc al
segmentelor C'D' si AE. S se calculeze distanta de la E la planul (AB'C).
Barem

Fie E' = prupok si M= prupc)M . Deoarece A,M si E sunt coliniare, rezulta ca
A /M'si E' sunt coliniare si M' este mijlocul segmentului AE' . Atunci avem
EE =2MM'. ... 2p

fie MNI AC , NEBD  =MNI| AC=MN | (ABC) . Atunci MM =

d(M,(4BC)) =a(N, (ABC)) 2P
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Ayps = 6VZ 5i cum B'0 = 2v/6 obtinem d(N, B'0) = 2v3
Atunci d (E, (AB'C)) = 4/3 cm.......1p
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1. Si se demonstreze ci dacd a, b > 0 atunci
a? N b? N ab - 5
b a? at+b%:T2

2. Fied, = {x € R*|[x] =n- {x}} unde 7 este un numdr natural nenul.

a. Si se afle numirul elementelor mulfimii Azp23-
b. Si se demonstreze ci existd o infinitate de valori naturale ale lui n pentru care

multimea B, = {vx I x € A,} contine cel putin un numér rational.
3. Fie ABC un triunghi echilateral si punctele Me(BC) si Ne(CA) astfel 1ncat 2: k.

fn exteriorul siu se construieste triunghiul isoscel DBC avind m(4BDC ) = 120 .
Sa se determine k astfel incat punctele D, M si N sé fie coliniare.

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problema se noteazd de la 0 la 7.
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1.

b)

CLASHh o lX— 0. —~ BAREM.

S4 se demonstreze cd dacd a, b, ¢ > 0 atunci
a? b? ab - 5
b2 a® a’+b%: "2
Barem

. a b . a2 b2 . ab 1
F1et=;+;. Atun01ﬁ+?= t2 =2 $1W=?(2p)

Inegalitatea devine t2 — 2 + 5 2 3 & (£ — 2)(2¢2 + 4t — 1) 2 0 (3p)

Cumt = 2 (1p) inegalitatea de mai sus este adevirati. (1p)

Fie 4, = {x € R*|[x] = n " {x}} unde n este un numdr natural nenul.
a. Sa se afle numadrul elementelor multimii A,g33.
b. Si se demonstreze ci existd o infinitate de valori naturale ale lui n pentru care

mulfimea B, = {+/x | x € A,} contine cel putin un numdr rational.
Barem
Pentru n > 1 daci [x] = k atunci {x} =% Cumn-{x}€[0,n)NZ,ke{01,.,n—1}

Dar x este nenul deci 4, = {k +§ | ke{12,.,n—-1}}....2p

Cum dou# numere care au partea intreagd diferitd sunt diferite, Apgp3 are 2022
elemente.....1p

Fie n=4p%+44p, atunci pentru k=p?>+p<n avem Jk + -:‘? = \[_"(’“'1) =

n
’(312+P)(2p+1)2 _ 2p+l
W) 2 € Q, Vp- natural nenul.......... 3p

Deci avem o infinitate de valori ale lui n de forma 4p? + 4p pentru orice p- natural nenul
pentru care Bjcontine cel putin un numdr rational.....1p

Fie ABC un triunghi echilateral si punctele Me(BC) si Ne(CA) astfel incat % = % =

In exteriorul sdu se construieste triunghiul isoscel DBC avand m(4BDC) = 120",
Sa se determine  astfel inct punctele D, M si N s fie coliniare.

Barem

Fie O centrul triunghiului ABC. Atunci ABDO este echilateral, punctele A, O si D sunt
colinjare, DA = 2D0, iar patrulaterul BDCO este romb.
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Prin urmare DA = 2D0 = 2DE + 2DC. (1p)
Se obtine:
DM = (1 - k)DB + kDC, (2p)

DN = DC + kC4 = DC + k(D4 — DC) = 2kDB + (k + 1)DC (2p)

. . ., o 1-k k
D, M, N sunt coliniare dacd si numai dacd — =

: L
— = 73 de unde obfinem k === (2p)
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CONCURSUL JUDETEAN ”"VIOREL SADOVEANU”
Editia a ll-a - 20.05.2020
Matematica
Clasa a X-a

1. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul:

2:- (3 +4%) =5y
2:(3+4) =5z
2+ (37 +4%) =57 x

2. Dacda, b, ¢c,d > 1 sunt numere reale, aratati ca:
2
logyegs @+ 10g.g253b +10ggezys ¢ +1loggesd 2 3

3. Determinati numerele complexe z astfel incdt M M;M3M, si fie un

patrulater inscriptibil, stiind cd punctele My, M, M3, My au afixele afixe

z,z%, 723, 7%

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problemé se noteazd de la 0 la 7.



e/l  CENTRULJUDETEAN
DE EXCELENTA

| | t A\ BIHOR

Y "y INSPECTORATUL
) MINISTERUL EDUCATIEL
A ML BIHOR

2.(3x+4.r) =5y
1. Rezolvati in multimea num{2: (3¥ +47) =5 -z
2 (37 +4%) =5%x

Barem:
Dx=y=2z=2este SOIUC ...oerrurriermmmeiimiiiiiiiimiiiiniiin s Ip
2) Fiex > 2

Scriem sistemul sub forma:
2(@) +())=»
2 ((%)y == (%)y) = Z  ssmsewesieeasanes 2p
z zZ
2(3) +()) ==
Dy<2=2>22x<2-contradiClie ..o, 2

3) Fie x < 2 — se trateazd analog ca 2).

Decix = y = z = 2 este solutia sistemului. ........ccoooviiiiiiiiin 2p

2. Dacia, b, c,d > 1 sunt numere reale, ardtati ca:

2
10gy 243 @+ 10g 203 b+ 10g 02,3 ¢+ 10ggpesd 23

Barem.
Notand lga = x,lgh = y,lgc = z,lgd = t,rezulti cA X, ¥, Z,t > 0, cooooeriiiiiiiiiinninns lp
. . . X 2 T
iar inegalitatea devine: X Y =3 (SUMA CICLICH) .....covvmirernsensrnnarsivaivensorsnanne Ip
NG S x2 > (x+y+z+t)? )
JH2243t | xytaxzdxt  Auyazd.) T p
Aratam cd
Gy + 2 D2 Z Y+ XZH 0] oo Ip
©3I2 > 2(xy +x24...) @ T —Y)2 20 (oo
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3. Determinati numerele complexe z astfel incdt M M,;M;M, si fie un patrulater

inscriptibil, stiind ca punctele My, M, M3, M, au afixele afixe z, 2,25, z* .

Fiez# 0 cu proprietatea din enunt. Punctele M4(z), M5(2%), M3 (z3), M4(z*) sunt conciclice

—'Z?' &= Z

2
ol E R e (1’;2)eR*=>z+§eR*.(2p)

P )
DinZ +§ =iz +%se obtine (z% — |2|%)(|z]* = 1) = 0siz(z — 72)(Jz|2 = 1) = 0. (2p)

Dacd z = 7 rezultd ¢i z € R si atunci cele patru puncte ar fi coliniare, imposibil. Deci |z| =
1. (1p) Fie t = arg z € 0,2m). Analizam mai multe cazuri. Dacd t € (0 ) avem 0 <t <
2t < 3t < 4t < 2 i se obgine 0 < argz < arg (z*) <arg (z3) < arg (z*) < 2m. Daci

T 2%

tE——) . atunci avem ordinea 0 < 4t—2m<t<2t<3t<2m si 0<arg(zh) <
argz<arg(zz)<arg(z3)<2n Dacéd te—n) din 0<3t-2n<t<L4t—-2n<

2t < 27 rezultd 0 < arg (%) < argz < arg (z*) <arg (z%) < 2m. Daca t € m, )avem
0<2t—2n<4t—4n<t<3t—-2n<2m si 0<arg(z®) <arg(zh) <argz<

I

arg (z%) < 2m. Dacd tE—T), atunci 0<3t—4n<2t—2n<t<4t—4n<2n si

astfel obtinem 0 < arg (%) < arg (z*) <argz < arg (z*) < 2m, iar pentru ¢ e 21r>
rezultd ordinea 0 < 4t — 6m < 3t— 4w < 2t —2n <t <2m§i 0 < arg (zY) < arg (z3) <
arg (z%) < argz < 2m.

Deciz = cost + isint,t € (0 2:) U (%E,Zn). (2p)
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CONCURSUL JUDETEAN "VIOREL SADOVEANU”
Editia a Il-a - 20.05.2023
Matematica
Clasa a Xl-a

1. Este posibild egalitatea AB — BA = 4, unde 4, B € M,(R), matricea A fiind inversabila?
Justificati.

2. Fie f:[a, b} » R,a < b o functie cu proprietatea lui Darboux, iar M multimea zerourilor
reale ale lui f. Dacd sgn (f(a)) = sgn (f(b)) € {(~1,1} si card(M) = 2n + 1,n €N,
demonstrati ci f are cel pufin un punct de extrem local care apartine lui M.

3. S se determine functiile derivabile f:[0,00) — [0,00) pentru care flx)=7x,
vxe[0, ) si f(0) = 0.

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Toate problemele sunt obligatorii.
Fiecare problemd se noteazi de a0 la 7.
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1. Este posibila egalitatea AB — BA = A, unde A, B € M,(R), matricea A fiind inversabild?
Justificati.

Barem

Prin reducere la absurd, presupunem ci egalitatea este posibild. Din AB — BA=A
rezults ABA~! — BAA~! = AA™! (2p), de unde avem ABA™! — B = I,. Atunci
tr(ABA™Y) — tr(B) = 2, adicd tr(A~*AB) — tr(B) = 2 (4p) sau tr(B) — tr(B) = 2,
contradictie. Deducem ci nu este posibila egalitatea din enunt. (1p)

2. Fie f:[a,b] = R, a < b o functie cu proprietatea lui Darboux, iar M multimea zerourilor
reale ale lui f. Daca sgn (f(a)) = sgn (f(b)) € {~1,1} si card(M) = 2n+1,n €N,
demonstrati ¢4 f are cel putin un punct de extrem local care apartine lui M.

Barem

Fie M = {x1,% woXams1} » U Q@ <x3 <Xz <..<Xgpyy <b . S& presupunem ca
niciunul dintre elementele multimii M nu este punct de extrem local al lui f. (1p) Pentru
orice V €V, existi x,y €V N [a,b] astfel incat 0= f(x;) < f(x) si 0=f(x) <
Ff),i=12n+ 1. Prin urmare, f i§i schimba semnul de fiecare dat3 cand se anuleaza.
(3p) Cum f are proprietatea lui Darboux, obtinem c& i§i schimba semnul exact de 2n + 1
ori. (1p) Asadar dupd ultima schimbare de semn, functia va avea semnul
(—1)2"*1sgn (f(@)) =— sgn(f(@)) . (1p) Deducem ca sgn (f(@) == sgn(f(@),

ceea ce contrazice ipoteza. Deci presupunerea facutd a fost falsd. (1p)

3. Fie ABC un triunghi echilateral si punctele Me(BC) si Ne(CA) astfel incat BB—Ag- = Z—Z =

fn exteriorul sdu se construieste triunghiul isoscel DBC avand m(4BDC) = 120°.
Sa se determine k astfel incat punctele D, M si N s fie coliniare.

Barem

Se observa cd functia nula este solutie. (1p) Fie f o functie nenuld ce verificd conditiile
cerute. Din ipotezd avem f (x) = f(¥/x), Vx € [0, ), deci f este crescdtoare pe [0, ).
(1p) Cum functia este nenuld si f = 0, rezultd ca existd xo > 0 astfel incat f(xg) > 0.
Alegem a = sup {x|f(x) = 0}. Deoarece f este nenuld, avem a #+ si atunci a €
(0,0) . Din continuitate si monotonie deducem cd f(x) =0 pe [0,a] si f(x) >0 pe
(a, ). (2p) Aplicand Teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [a,a + 1] deducem
ca exista ¢ € (a,a + 1) astfel incat f(a+1) = £ (c), deci f(a+1) = f(¥c). Functia
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fiind crescitoare, din 3/c < Ya + 1 < a+ 1 deducem ci f este constantd pe intervalul
[3/c,a + 1], deci f este nuld pe acel interval. (2p) Atunci f'(a+1) =0 = £ (0) si cum
f este crescitoare (compunere de functii crecsitoare), rezultd ca f =0 pe [0,a+1].
Atunci f'(¢) =0 = f(a+1). Cum f(a+ 1) > 0 (din alegerea lui a i f crescitoare),
se obtine o contradictie. Deci presupunerea ficutd a fost falsd. Singura functie cu
proprietatile cerute este cea nuld. (1p)
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CONCURSUL JUDETEAN “VIOREL SADOVEANU”
Editia a ll-a - 20.05.2028
Matematica
ClasaaXll-a

Problema 1. Pe multimea M C R* se considerd legea de compozitie

m*y=£—[li;_—[aig, YV z,y € M.

S3 se arate ci, daci legea admite element neutru i MNZ = @, atunci M C Z.

Problema 2. Si se calculeze:

dz sin
o) [ e e 25> 0; b de, ©> 0.
) f 24 4 2023z ) fe1 +ginz + cosz

Problema 3. Si se arate cd dacd f: [0, 1] — R este o functie continud §i convexa pe [0, 1],

atunci

9-f%1f(x)dx = 4-f01f(w)dx+2-f(1)

Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
Toate problemele sunt obligatorii.
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BAREM DE CORECTARE

Problema 1. Pe multimea M C R* se considerd legea de compozitie

s+l G, em

TrY = 5

S3 se arate ci, dac3 legea admite element neutru si M N Z = &, atunci M C Z.
Barem de corectare. Fie ¢ € M elementul neutru si & € M N Z. Deoarece k = 0, din
s |le]+ €

k*ezké—ﬂzl——)=k®[e]=2—e

rezulticie=1 (4p>.
o+ [a]

Astfel, pentru orice element z € M, avem I x 1=z & =r&T= [az], de unde

rezulti cd z € Z. Asadar, M C Z (Sp).

Problema 2. Si se calculeze:

dx sin @
a - : >0 b dx, > 0.
) f 2% 4 20932 ) f e +sinx + cosST

Barem de corectare. Avem:

022
a’)f 2024 = = - f l - zu-rs.L dz
2% 9093 2023Y |z 2™ 42023

—l—[ln T — L (312023 + 2023)] +C (4p)

2023
b)f sin e dw=—1-f 1_e 4+ cosz —sinz i
e’ +sinz +cosa 2 e’ +sinx + coszx

1nJz - +C (3p)

e’ +sinx + cosz
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Problema 3. Si se arate cd dacd f: [O, 1] — R este o functie continud §i convexd pe [0, 1],

atunci

9-f%’f(x)dx < 4-f01f(x)dx+2-f(1)

Barem de corectare, Dacd notdm =t, avem:

9-f%1f(w)dx=6-folf{~m—3+l]dt (3p)
=6-j;1f[%-t+%-1ldtSﬁ-ﬁl[g'f +; f(l)]dt (3p)
=4.f01f(t)dt+2.f(1) (1p)



